К задаче о законе изменения численности популяции by Шум, А.А.
 3 








Задача изучения законов изменения численности популяции представляет 
собой хрестоматийный пример применения математических методов в области 
биологии (биофизики, экологии). Существует большое число разнообразных мате-
матических моделей, которые позволяют сводить решение этой задачи к решению 
подходящих дифференциальных уравнений (описание многих из них можно найти, 
например, в [1] или [2]). Простейшая из таких моделей приводит к экс-
поненциальному закону роста численности популяции. При этом оказывается до-
статочно предположить, что какие-либо сдерживающие развитие факторы от-
сутствуют и скорость роста пропорциональна численности популяции. В настоящей 
заметке показано, что экспоненциальный закон роста численности популяции с 
необходимостью возникает уже из тех исходных предположений, формулировка 
которых не использует понятия скорости роста, принадлежащего дифференциаль-
ному исчислению. 
Итак, рассматривается задача изучения изменения численности популяции 
(каких-либо простейших организмов) при следующем предположении: численность 
этой популяции в следующий момент времени полностью определяется ее 
численностью в настоящий момент. Это предположение назовем принципом 
детерминизма. Следует иметь в виду, что данный принцип вовсе не обязателен для 
большинства практических задач этого рода и здесь он принимается только как 
постулат, определяющий выбор математической модели. Кроме того, хотя этот 
принцип и сформулирован в терминах дискретного времени, мы рассматриваем его 
применительно к случаю непрерывно меняющегося времени. 
Если )(tf  есть численность популяции в момент времени t, то можно говорить, 
что функция )(tf  описывает закон развития данной популяции. Будем называть эту 
функцию функцией развития популяции. Функции развития предполагаем всюду 
определенными, неотрицательными и непрерывными. Если закон развития популяции 
подчиняется принципу детерминизма, то соответствующую ему функцию развития 
называем функцией детерминированного развития. Выясним, какой может быть такая 
функция. 
1. Функция детерминированного развития не имеет экстремумов. 
В самом деле, слева и справа от точки экстремума должны существовать 
такие значения 1t  и 2t , что )()( 21 tftf  , но в одном случае значения функции )(tf  
увеличиваются, а в другом уменьшаются, что противоречит принципу детерми-
низма. 
2. Если функция детерминированного развития принимает одинаковые значения 
на концах некоторого отрезка, то она постоянна на этом отрезке. 
Действительно, если только в какой-либо промежуточной точке значение 
функции оказалось бы отлично от значений на концах отрезка, то на этом отрезке 
должен был бы существовать экстремум (которого не может быть в силу утвержде-
ния 1). 
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3. Если функция детерминированного развития постоянна на отрезке с началом 
в точке 0t , то она постоянна при любом 0tt  . 
Это утверждение непосредственно вытекает из принципа детерминизма.  
Таким образом, функция детерминированного развития должна быть либо 
всюду строго монотонной, либо строго монотонной до определенного значения 
аргумента 0t , после которого она уже постоянна, либо вообще всюду постоянной  
(в последнем случае говорим, что функция развития тривиальна). Заметим, что левая 
ветвь графика возрастающей функции детерминированного развития всегда имеет 
горизонтальную асимптоту. 
Вообще говоря, любая из функций рассмотренного вида может описывать закон 
развития популяции, подчиняющийся принципу детерминизма. Однако, помимо 
выполнения принципа детерминизма, к закону развития популяции естественно 
предъявить еще одно требование: если разбить популяцию на части и позволить им 
развиваться отдельно, а затем объединить развившиеся части, то результат будет 
таков же, как если бы развитие популяции происходило без разделения. Принцип 
детерминизма, усиленный этим дополнительным требованием, назовем принципом 
аддитивности. Если закон развития популяции подчиняется принципу аддитивности, 
то соответствующую ему функцию развития называем функцией аддитивного раз-
вития. 
Нашей целью будет показать, что любая нетривиальная функция аддитивного 
развития представляет собой экспоненту. Для того чтобы формально уточнить этот 
тезис и затем доказать его, нам понадобятся результаты статьи [3]. 
Напомним, что в [3] рассматривается всюду определенная действительная 
функция действительного аргумента )(xf  и вводятся следующие дефиниции: 
функция )(xf  называется аддитивной, если )()()( yfxfyxf   для лю-
бых x  и y ; 
функция )(xf  называется мультикативной, если )()()( yfxfyxf   для лю-
бых x  и y ; 
функция )(xf  называется k-мультикативной, если )()()( yfxfkyxf   для 
любых x  и y  и некоторого положительного действительного числа k. 
В статье [3] подробно рассмотрены и доказаны следующие четыре леммы 
(первые две из которых связаны с именем Коши). 
Лемма 1. Непрерывная функция )(xf  аддитивна тогда и только тогда, когда 
kxxf )( , где )1(fk  . 
Лемма 2. Непрерывная функция )(xf  мультикативна тогда и только тогда, 
когда xaxf )( , где )1(fa  . 





)(  , где )1(fka  . 
Лемма 4.  
а) Для аддитивности функции )(xf  достаточно, чтобы уравнение 
)()()( yfxfyxf   было выполнено для любого x  и любого y   0. 
б) Для мультикативности функции )(xf  достаточно, чтобы уравнение 
)()()( yfxfyxf   было выполнено для любого x  и любого y   0. 
в) Для k-мультикативности функции )(xf  достаточно, чтобы уравнение 
)()()( yfxfkyxf   было выполнено для любого x  и любого y   0. 
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Определения аддитивности из [3] распространим на случай функций, которые  
не являются всюду определенными: определенная в некотором промежутке функ- 
ция )(x  называется аддитивной, если она продолжается до всюду определенной 
аддитивной функции. 
Лемма 5. Если функция )(x  определена и непрерывна в некотором про-
межутке, то она аддитивна тогда и только тогда, когда имеет вид kxx )( . 
Доказательство. 
Пусть функция )(x , определенная и непрерывная в некотором промежутке, 
аддитивна. Тогда она продолжается до всюду определенной аддитивной функции )(x , 
для которой существует промежуток, в котором она непрерывна. Известно ([4], 
глава 2.7), что всюду определенная аддитивная функция, не являющаяся всюду 
непрерывной, должна быть не ограничена на любом отрезке. Поскольку функция )(x  
будет ограничена на всяком отрезке, лежащем внутри ее промежутка непрерывности, 
то она должна быть непрерывна всюду. Таким образом, к функции )(x  применима 
лемма 1, поэтому kxx )( . Но функция )(x  является ограничением функции )(x , 
поэтому kxx )( . Этим доказано, что непрерывная и аддитивная в некотором 
промежутке функция имеет нужный вид. 
Докажем обратное. Пусть kxx )(  в некотором промежутке. Продолжим 
функцию )(x  до всюду определенной функции )(x  соотношением kxx )( . 
Функция )(x  в силу леммы 1 аддитивна, а следовательно, аддитивна и функция )(x . 
Лемма доказана. 
Выясним теперь, каким формальным требованиям должна удовлетворять 
функция )(tf , если она представляет собой функцию аддитивного развития. 
Зафиксируем некоторое положительное значение T. В силу принципа детерминизма 
значение )( Ttf   однозначно определяется значением )(tf , и это значит, что 
определена функция )(xT  такая, что ))(()( tfTtf T  (при этом областью 
определения функции )(xT  является область значений функции )(tf ). Естественно 
принять следующий критерий, который формально уточняет принцип аддитивности: 
функция )(tf  является функцией аддитивного развития тогда и только тогда, когда 
функция )(xT  аддитивна при любом T  0. (В связи с этим критерием отдельно 
следует рассмотреть случай тривиальной функции развития: функция для нее 
xxT )( , но задана она только в одной точке, которую определяет постоянное 
значение функции )(tf . Чтобы этот случай не выходил за рамки наших рассмотрений, 
к промежуткам будем относить, помимо отрезков, интервалов и полуинтервалов, 
также и множество, состоящее из одной точки, т. е. вырожденный промежуток. Если 
функцию, определенную в вырожденном промежутке, считать непрерывной, то 
лемма 5, которая сформулирована и доказана для случая невырожденного про-
межутка, остается справедливой и для случая вырожденного промежутка. Таким 
образом, всякая функция, определенная в вырожденном промежутке, аддитивна, а 
потому тривиальная функция развития, как это и должно быть, является функцией 
аддитивного развития.) 
Теорема. Функция )(tf  является функцией аддитивного развития в том и 





a  . 




Пусть функция )(tf  является функцией аддитивного развития, тогда  
функция )(xT  аддитивна. Из непрерывности функции )(tf  следует, что функ- 
ция )(xT , определенная в некотором промежутке, является непрерывной в этом 
промежутке. Поэтому (в силу леммы 5) kxxT )( . Следовательно, )()( tfkTtf  . 











Ttf   при любом t и любом T  0. Полагая  





ttf   для любого 1t   










a  . Этим доказано, что любая функция аддитивного развития имеет указан-
ный вид. 
Докажем теперь обратное. Пусть функция )(tf  имеет указанный вид: 
taptf )( . Тогда )()( tfaapaapTtf TtTTt   , т. е. )()( tfkTtf   при 
Tak  . Это значит, что соответствующая функция )(xT  определяется (в том 
промежутке, в котором она определена) соотношением kxxT )( , а потому (в силу 
леммы 5) аддитивна. Следовательно, функция )(tf  является функцией аддитивного 
развития. 
Доказанная теорема показывает, что нетривиальными функциями аддитивного 
развития являются экспоненты и только они. В случае, когда )0(f < )1(f , экспонента 
имеет основание, большее единицы, и потому возрастает; в случае, когда )0(f  )1(f , 
основание экспоненты меньше единицы и потому она убывает, а если )0(f = )1(f , 
функция развития )(tf  тривиальна.  
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